
 

ISBN : 978-602-17146-0-7 



Prosiding Seminar Nasional FMIPA Universitas Negeri Surabaya ISBN : 978-602-17146-0-7 
Surabaya 24 November 2012 

ii 
 

 

KATA PENGANTAR 

 

 Puji syukur kami panjatkan ke hadirat Tuhan YME atas berkah dan rahmatNya 
prosiding yang berisi kumpulan makalah hasil penelitian yang dihimpun dari Seminar 
Nasional MIPA dan Workshop Instrumen Laboratorium Terpadu FMIPA Unesa 2012 dengan 
tema “Laboratorium MIPA Terpadu Sebagai Pusat Pengembangan Penelitian” dapat 
terselesaikan. Seminar Nasional MIPA dan Workshop Instrumen Laboratorium Terpadu 
FMIPA Unesa 2012 merupakan bagian dari upaya yang luas akan pengembangan sains dan 
matematika serta penerapannya dan peningkatan kualitas pembelajaran berbasis hasil-hasil 
penelitian. 

 Prosiding ini memuat makalah utama dari pembicara utama dan makalah MIPA serta 
terapannya dari pemakalah pada sidang pararel. Prosiding Seminar Nasional ini merupakan 
salah satu bentuk pertanggungjawaban untuk menyebarluaskan dan menyumbangkan hasil-
hasil pemikiran dan penelitian yang terangkum dalam makalah yang disajikan di sesi sidang 
pararel. Semoga yang diupayakan dalam seminar sampai terselesaikannya prosiding ini 
memiliki manfaat yang jauh lebih luas bagi upaya meningkatkan inovasi-inovasi baru dalam 
dunia penelitian baik penelitian MIPA dan terapannya, demi terciptanya bangsa yang 
mandiri dan bermartabat. 

     Pada kesempatan ini, tak lupa kami mengucapkan banyak terima kasih kepada 
Dekan FMIPA Unesa, Rektor Unesa, para sponsor yang telah mendukung terselenggaranya 
seminar ini, serta segenap panitia yang telah mempersiapkan dengan baik jauh-jauh hari 
demi terlaksananya Seminar Nasional MIPA dan Workshop Instrumen Laboratorium 
Terpadu FMIPA Unesa 2012. Semoga terbitnya prosiding ini bermanfaat.  

 

           
 Panitia 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Prosiding Seminar Nasional FMIPA Universitas Negeri Surabaya ISBN : 978-602-17146-0-7 
Surabaya 24 November 2012 

iii 
 

 

SAMBUTAN KETUA PANITIA SEMINAR NASIONAL MIPA 2012 DAN 
WORKSHOP INSTRUMEN LABORATORIUM TERPADU  

FMIPA UNESA, 24-25 NOVEMBER 2012 
 
 
Assalamualaikum Wr Wb. 

Yth. Ibu Pembantu Bidang I Rektor Unesa, Prof. Dr. Kisyani, M.Hum 
Yth. Ibu Pembantu Bidang I Dekan FMIPA Unesa, Dr. Yuni Sri Rahayu, M.Si 
Yth. Pembicara Utama SNM 2012: Akhmad Sabarudin, D.Sc dan Ir. Anis Ernani, M.T 
Yth. Yang Mewakili PT Era Mitra Perdana 
Yth. Pemakalah, Partisipan, dan Peserta Workshop SNM 2012 
Yth. Segenap Yang Hadir dalam SNM 2012 

Perkenankan kami mewakili semua anggota Panitia dan Komite Seminar Nasional MIPA 
dan Workshop Instrumen Laboratorium Terpadu FMIPA Unesa menyampaikan sambutan 
sebelum acara inti dimulai. 
 

Salah satu komponen penting yang dibutuhkan dalam upaya penguatan kapasitas 
lembaga baik dalam skala universitas maupun fakultas adalah tersedianya fasilitas, sarana 
dan prasarana yang dapat menunjang kegiatan Tridharma Perguruan Tinggi dalam bidang 
pendidikan, pengajaran, penelitian dan pengabdian kepada masyarakat. Dalam konteks ini, 
FMIPA Unesa mendirikan Laboratorium Terpadu pada tahun 2011 berlokasi di Gedung C12 
yang memiliki struktur internal organisasi dipimpin oleh Ketua Laboratorium Terpadu yang 
dipilih dan diangkat oleh Pimpinan FMIPA dengan dibantu oleh 3 (tiga) orang ketua divisi, 
yaitu: Ketua Divisi Administrasi dan Logistik, Ketua Divisi Teknis, Jasa dan Layanan, dan 
Ketua Divisi Pengembangan dan Kerjasama. Sebagai bagian dari struktur organisasi FMIPA 
Unesa, Laboratorium Terpadu FMIPA memiliki visi dan misi serta komitmen terhadap 
pengembangan dan peningkatan kualitas pembelajaran ilmu MIPA melalui implementasi 
hasil-hasil penelitian berbasis laboratorium. Visi dan misi serta komitmen tersebut dirancang 
dengan spirit untuk mewujudkan lulusan yang berkualitas melalui program terpadu 
peningkatan mutu layanan pendidikan dan pengajaran MIPA, layanan kepada masyarakat 
melalui ketersediaan instrumen laboratorium yang layak dan memadai, serta peran aktif 
SDM yang profesional. Laboratorium Terpadu FMIPA secara aktif membangun kerjasama 
dengan berbagai pihak terkait baik dalam selingkung Unesa maupun di luar Unesa.  

Sejalan dengan visi dan misi serta komitmen tersebut di atas, maka FMIPA Unesa 
menyelenggarakan Seminar Nasional MIPA dan Workshop Instrumen Laboratorium Terpadu 
dengan tema: Laboratorium MIPA Terpadu Sebagai Pusat Pengembangan Penelitian 
selama 2 hari, 24-25 November 2012. Seminar Nasional MIPA dan Workshop Instrumen 
Laboratorium Terpadu ini sekaligus juga untuk menyambut Dies Natalis Unesa yang ke 48. 
Forum seminar dan workshop ini diharapkan menjadi media yang efisien dan efektif bagi 
akademisi dan praktisi untuk menyampaikan dan saling bertukar ide-ide inovatif dan kreatif 
dalam upaya ikut berkontribusi pada pembangunan sumber daya manusia pendidikan tinggi. 
Dua orang pembicara utama pada Sidang Pleno dalam Seminar Nasional MIPA ini adalah 
Akhmad Sabarudin, D.Sc dari Universitas Brawijaya dan Ir. Anis Ernani, M.T dari Petrokimia 
Gresik. Selain itu, satu orang pembicara mewakili PT Era Mitra Perdana sebagai mitra 
penyelenggara kegiatan seminar dan workshop ini juga akan tampil pada sesi Sidang Pleno. 
Segera sesudah Sidang Pleno berakhir dan rehat untuk sholat Dzuhur dan makan siang, 
sesi paralel dalam bentuk presentasi dan diskusi terbatas dari 51 pemakalah yang dibagi 
berdasarkan 4 ruang lingkup penelitian MIPA dan MIPA terapan akan dimulai dengan 
menampilkan hasil-hasil penelitian MIPA dan terapannya berbasis kegiatan laboratorium 
sesuai dengan tema sentral kegiatan Seminar Nasional MIPA dan Workshop Instrumen  
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Laboratorium Terpadu FMIPA. Pada hari ke dua kegiatan, Minggu 25 November 2012, kami 
akan menyelenggarakan workshop instrumen SEM dan GCMS Laboratorium Terpadu 
FMIPA untuk 30 orang peserta workshop dengan narasumber Prof. Dr. Suyatno, M.Si  dari 
Jurusan Kimia FMIPA Unesa dan Dr. Z. A. Imam Supardi, M.Si dari Jurusan Fisika FMIPA 
Unesa.  

Akhirnya pada kesempatan yang baik ini, perkenankan kami mewakili seluruh anggota 
Panitia dan Komite Seminar Nasional MIPA dan Workshop Instrumen Laboratorium Terpadu 
FMIPA menyampaikan ucapan terimakasih sebesar-besarnya kepada Yth. Ibu Pembantu 
Bidang I Rektor Unesa, Prof. Dr. Kisyani, M.Hum, yang berkenan hadir dan membuka acara 
ini mewakili Yth. Bapak Rektor Unesa, Prof. Dr. Muchlas Samani, M.Pd yang berhalangan, 
Yth. Ibu Pembantu Dekan I FMIPA, Dr. Yuni Sri Rahayu, M.Si, yang juga berkenan hadir, 
ucapan selamat datang dan berpartisipasi kepada semua tamu undangan, baik sebagai 
pemakalah, partisipan, maupun peserta workshop dalam Seminar Nasional MIPA dan 
Workshop Instrumen Laboratorium Terpadu FMIPA. Kami menyampaikan permohonan maaf 
kepada semua pihak jikalau ada hal-hal yang kurang berkenan sebelum, selama dan 
sesudah acara ini diselenggarakan. Kami juga tidak lupa menyampaikan terimakasih kepada 
semua anggota Panitia dan Komite Seminar Nasional MIPA dan Workshop Instrumen 
Laboratorium Terpadu FMIPA, serta kepada semua pihak yang telah ikut membantu dan 
berkontribusi sehingga acara ini dapat terselenggara dengan baik dan lancar. Amien. 

 

Wassalamualaikum Wr Wb. 
 
 
Ketua Panitia SNM 2012 dan Workshop Instrumen 
Laboratorium Terpadu FMIPA Unesa 
 
 
Tjipto Prastowo, Ph.D 
NIP 196702031995021001 
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SAMBUTAN REKTOR UNESA UNTUK PEMBUKAAN 
SEMINAR NASIONAL MIPA 2012 DAN WORKSHOP INSTRUMEN LABORATORIUM 

TERPADU FMIPA UNESA 
24-25 NOVEMBER 2012 

 

Assalamualaikum Wr Wb. 
 
Upaya penguatan dan pengembangan kapasitas institusi dapat dilakukan dengan 

menyediakan fasilitas, sarana dan prasarana yang layak dan memadai untuk menunjang 
kegiatan Tridharma Perguruan Tinggi dalam bidang pendidikan dan pengajaran, penelitian, 
dan pengabdian masyarakat. Upaya tersebut diwujudkan FMIPA Unesa dengan mendirikan 
Laboratorium Terpadu yang berlokasi di Gedung C12 Lantai 1. Sebagai bagian dari struktur 
organisasi FMIPA Unesa, Laboratorium Terpadu memiliki visi dan misi yang jelas dalam hal 
komitmen terhadap pengembangan ilmu matematika dan sains IPA serta peningkatan 
kualitas pembelajaran matematika dan sains IPA melalui implementasi hasil-hasil penelitian 
berbasis laboratorium. Visi dan misi tersebut dirancang dengan kemauan untuk mewujudkan 
lulusan yang berkualitas melalui program terpadu peningkatan mutu layanan pendidikan dan 
pengajaran matematika dan sains IPA, layanan kepada masyarakat melalui ketersediaan 
instrumen laboratorium yang layak dan memadai, serta peran aktif SDM yang profesional. 
Laboratorium Terpadu FMIPA secara aktif membangun dan memperluas jalinan kerjasama 
dengan pihak-pihak terkait baik dalam selingkung Unesa maupun di luar Unesa.  

Sesuai dengan arah kebijakan pengembangan pendidikan dan pembelajaran di Unesa 
menuju pengajaran berbasis hasil-hasil penelitian, maka FMIPA Unesa menyelenggarakan 
Seminar Nasional MIPA 2012 dan Workshop Instrumen Laboratorium Terpadu dengan tema 
sentral: Laboratorium MIPA Terpadu Sebagai Pusat Pengembangan Penelitian. 
Seminar Nasional MIPA 2012 dan Workshop Instrumen Laboratorium Terpadu ini sekaligus 
untuk menyambut Dies Natalis Unesa yang ke 48 yang bertujuan untuk memberikan 
wawasan pada komunitas pendidikan tinggi dan praktisi dari kalangan industri tentang peran 
penting Laboratorium MIPA Terpadu dalam meningkatkan kualitas pembelajaran, penelitian 
dan pengabdian masyarakat di lingkungan pendidikan tinggi. Forum ini diharapkan menjadi 
media yang efisien dan efektif bagi akademisi dan praktisi untuk menyampaikan dan 
bertukar ide-ide inovatif dan kreatif dalam upaya ikut berkontribusi pada pembangunan 
sumber daya manusia pendidikan tinggi. 

Pada kesempatan ini, perkenankan kami menyampaikan ucapan selamat datang 
kepada semua tamu undangan, baik sebagai pembicara dalam Sidang Pleno, pemakalah, 
partisipan, maupun peserta workshop dalam Seminar Nasional MIPA 2012 dan Workshop 
Instrumen Laboratorium Terpadu FMIPA. Kami juga menyampaikan ucapan terimakasih 
kepada semua pihak yang ikut membantu sehingga acara ini dapat terselenggara dengan 
baik dan lancar.  

Wassalamualaikum Wr Wb. 
 

Surabaya, November 2012 
Rektor,  

 
 

Prof.Dr. Muchlas Samani, M.Pd 
NIP 195112151974121001 
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Aplikasi Prinsip Maksimum Pontryagin Pada Model Bioekonomi 
Mangsa-Pemangsa Dengan Waktu Tunda 

Lusiana Prastiwi1, Subiono2 
1Mahasiswa Magister Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Institut Teknologi   
 Sepuluh Nopember 
2Dosen Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Institut Teknologi Sepuluh Nopember 

Alamat e-mail : prastiwi.lusiana@gmail.com 

Abstrak 
Perikanan merupakan sistem yang melibatkan komponen biologi dan ekonomi. Tujuan dari manajemen 
perikanan adalah menjamin konservasi sumber daya perikanan di masa mendatang dan tetap memberikan 
keuntungan ekonomis pada masyarakat secara regular dengan cara menerapkan manajemen yang tepat agar 
dapat menghindari eksploitasi yang berlebihan. Pada model bioekonomi, panen merupakan faktor penting 
yang dapat mempengaruhi konservasi perikanan sekaligus sisi ekonomisnya. Dalam penelitian ini, akan 
dibahas suatu kontrol optimal model bioekonomi sumber daya perikanan. Model bioekonomi tersebut 
merupakan sistem mangsa-pemangsa yang diberikan waktu tunda untuk proses reproduksi. Variabel kendali 
yang akan dicari adalah fungsi pemanenan h. Sedangkan fungsi objektifnya adalah memaksimalkan total 
laba bersih diskonto (total discounted net revenues) dari sumber daya perikanan. Solusi optimalnya 
didapatkan dengan cara Prinsip Maksimum Pontryagin. 
Kata Kunci : Model Bioekonomi, Sistem Mangsa-Pemangsa, Kontrol Optimal, Pontryagin Maximum 
Principle, Waktu Tunda 
 
I.  Pendahuluan 

Perikanan merupakan salah satu bidang dari 
sumber daya alam terbarukan dan termasuk bidang 
yang paling banyak menggunakan konsep 
bioekonomi. Bioekonomi perikanan merupakan 
sistem yang melibatkan komponen biologi dan 
ekonomi. Konsep biologi digunakan dalam 
penurunan penurunan model dasar sedangkan 
konsep ekonomi dimaksudkan untuk optimalisasi 
pemanfaatan sumber daya perikanan.  

Konsep bioekonomi perikanan dikembangkan 
karena adanya kekhawatiran terjadinya tragedy of 
common atau tragedi kebersamaan pada sumber 
daya perikanan karena perikanan memiliki sifat 
open acces dan common property yang artinya 
pemanfaatannya bersifat terbuka oleh siapa saja dan 
kepemilikannya bersifat umum. Sifat tersebut 
membawa beberapa konsekuensi, antara lain 
terjadinya over exploitation oleh karena itu 
dibutuhkan suatu manajemen perikanan. Tujuan 
dari manajemen perikanan adalah menjamin 
konservasi sumber daya perikanan di masa 
mendatang dan tetap memberikan keuntungan 
ekonomis pada masyarakat secara regular dengan 
cara menerapkan manajemen yang tepat agar dapat 
menghindari eksploitasi berlebihan (overfishing).  

Beberapa penelitian terdahulu yang mendasari 
penelitian ini, antara lain penelitian Kar [1] tentang 
pemodelan bioekonomi dari mangsa-pemangsa 
dimana pemanenan dilakukan pada populasi 
mangsa menggunakan persamaan diferensial 
aljabar dan teori bifurkasi. Chakraborty dalam [2] 
juga meneliti model bioekonomi sistem mangsa-
pemangsa sumber daya perikanan dengan membuat 
2 jenis populasi mangsa. Model yang digunakan 

pada kedua penelitian tersebut ditambahkan dengan 
waktu tunda dikarenakan adanya proses reproduksi 
pada populasi predator. Pada umumnya, persamaan 
diferensial tunda menunjukkan perilaku dinamis 
yang lebih kompleks dariada persamaan diferensial 
biasa. Dari penelitian tersebut diketahui bahwa 
waktu tunda dapat menyebabkan titik ekuilibrium 
stabil menjadi tidak stabil. Hasil penelitiannya 
menunjukkan adanya fenomena singularity induced 
bifurcation pada titik ekuilibrium ketika 
keuntungan ekonomisnya sama dengan nol. Untuk 
mereduksi fenomena singularity induced 
bifurcation digunakan state feedback controller. 
Selain itu, terjadi bifurkasi Hopf ketika waktu tunda 
melewati nilai kritisnya. Ditunjukkan juga bahwa 
ketika waktu tundanya kecil, kedua populasi 
mangsa dan populasi predator mencapai osilasi 
periodik disekitar titik ekuilibrium dalam waktu 
terbatas dan konvergen ke titik ekuilibriumnya. 
Saat waktu tunda meningkat osilasi juga meningkat 
dan ketika waktu tunda proses reproduksi terlalu 
panjang, keadaan steady tidak terlihat dan populasi 
konsumen punah. 

Chakraborty dalam [3] juga meneliti tentang 
model mangsa-pemangsa sumber daya perikanan 
dengan stage structure dan masalah optimal kontrol 
pada model dengan menambahkan faktor panen. 
Permasalahan yang dikaji terdiri dari 2 bagian. 
Bagian pertama dilakukan penambahan pemanenan 
pada populasi mangsa dan pada bagian kedua, 
penambahan faktor panen dilukukan pada populasi 
predator. Hasil penelitiannya memberikan strategi 
penyelesaian masalah kontrol optimal dan solusi 
numeriknya yang diselesaikan dengan skema 
Runge-Kutta order keempat. Sedangkan Gollmann 
[4] memberikan strategi penyelesaian tentang 
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masalah kontrol optimal dengan waktu tunda pada 
state dan pada variabel kontrolnya. 

Berdasarkan penelitian-penelitian tersebut, akan 
diusulkan suatu penelitian tentang kontrol optimal 
model bioekonomi sistem mangsa-pemangsa 
sumber daya perikanan dengan waktu tunda untuk 
memaksimumkan total laba bersih diskonto dengan 
cara memaksimumkan panen. 

II.  Kajian Pustaka  
II.1. Model Bioekonomi Perikanan 

Pada paper ini, diasumsikan terdapat 2 zona 
penyebaran populasi mangsa. Zona pertama 
merupakan zona bebas penangkapan ikan dan zona 
kedua merupakan zona reservasi dimana kegiatan 
penangkapan ikan dilarang. Masing-masing zona 
adalah homogen, dan populasi mangsa bermigrasi 
antara 2 zona tersebut secara acak. Pertumbuhan 
mangsa di masing-masing zona tanpa adanya 
pemangsa diasumsikan logistik. Pemangsa 
memangsa di zona bebas penangkapan ikan dengan 
fungsi respon Holling tipe II. Diasumsikan juga 
pemanenan ℎ(ݐ)  hanya diperbolehkan pada zona 
bebas penangkapan dan tidak dilakukan pemanenan 
pada populasi pemangsa, sehingga pemanenan 
tidak mempengaruhi pertumbuhan populasi 
pemangsa secara langsung. Meskipun demikian, 
dianggap bahwa pemangsa berkompetisi terhadap 
sejenisnya untuk bertahan hidup. Misalkan (ݐ)ݔ 
dan (ݐ)ݕ adalah banyaknya populasi mangsa 
masing-masing di zona penangkapan ikan dan zona 
reservasi sedangkan (ݐ)ݖ adalah banyaknya 
populasi pemangsa. Dari asumsi diatas, model 
bioekonomi mangsa-pemangsa sumber daya 
perikanan sebagai berikut [2].  
ݔ݀
ݐ݀ = ݔݎ ቀ1 −

ݔ
ܭ
ቁ− ݔଵߪ + ݕଶߪ −

ݖݔߙ
ܽ + ݔ − ℎ(ݐ) (1) 

ݕ݀
ݐ݀ = ݕݏ ቀ1−

ݕ
ܮ
ቁ + ݔଵߪ −  (2)                               ݕଶߪ

ݖ݀
ݐ݀

=
ݖݔߙߚ
ܽ + ݔ

− ݖ ݀ −  ଶ                                           (3)ݖߛ

dengan : 
 rasio pertumbuhan intrinsik dari mangsa di zona : ݎ

penangkapan ikan. 
 rasio pertumbuhan intrinsik dari mangsa di zona : ݏ

reservasi. 
 carrying capacities dari mangsa di zona : ܭ

penangkapan ikan. 
 carrying capacities dari mangsa di zona : ܮ

reservasi. 
 ଵ : laju migrasi dari zona penangkapan ikan keߪ

zona reservasi 
 ଶ : laju migrasi dari zona reservasi ke zonaߪ

penangkapan ikan 
 peningkatan maksimal relatif dari predator  :      ߙ
ܽ      :  konstanta Michaelis-Menten 
ℎ(ݐ) : pemanenan saat t 
݀     : laju kematian predator 

  laju predator mengonsumsi mangsa :     ߚ
 .koefisien intra-spesifik populasi predator :     ߛ
Diagram kompartemen sistem mangsa-pemangsa 
diberikan pada Gb 2.1. 

 
Gb.1. Diagram kompartemen sistem mangsa-pemangsa 

 
Bentuk fungsional dari pemanenan secara 

umum diturunkan menggunakan rumusan catch-
per-unit-effort (CPUE) yang mengasumsikan 
bahwa produksi per unit usaha sebanding dengan 
stok level, sehingga fungsi pemanenan ℎ 
dirumuskan dengan : 

ℎ =  (4)                                  ݔܧݍ
dengan : 
 .koefisien daya tangkap   :       ݍ
 usaha yang digunakan untuk memanen :  ܧ

populasi. 
Selanjutnya peninjauan sisi ekonomisnya, Liu 

dkk (2011) meneliti efek panen pada ekosistem dan 
merumuskan keuntungan ekonomis dari hasil 
pemanenan sebagai berikut.  
 (ܴܧܰ)݁ݑ݊݁ݒܴ݁ ܿ݅݉݊ܿܧ ݐ݁ܰ
= −(ܴܶ)݁ݑ݊݁ݒܴ݁ ݈ܽݐܶ    (ܥܶ)ݐݏܥ ݈ܽݐܶ

Pendapatan total (Total Revenue) diperoleh dari 
harga perunit biomassa dari mangsa dikalikan 
dengan jumlah ikan yang dipanen. Sedangkan 
untuk biaya produksinya (Total Cost) sebanding 
dengan usaha yang diberikan. jika ݉ adalah total 
keuntungan ekonomi sumber daya perikanan,  
adalah harga per unit ikan tangkapan, dan ܿ adalah 
biaya produksi, maka : 

݉ = ݔܧݍ −  ܧܿ
didapat : 

ݔݍ) − ܧ(ܿ − ݉ = 0                    (5)  
Misalkan sistem mangsa-pemangsa (1) - (3) 

diberikan waktu tunda dikarenakan adanya proses 
reproduksi. Diasumsikan bahwa semua energi 
metabolisme pemangsa diperoleh melalui 
makanannya dan digunakan untuk pertumbuhan, 
yang pada akhirnya meningkatkan populasi 
pemangsa. Populasi pemangsa memangsa dengan 
laju konstan, tetapi reproduksi pemangsa setelah 
memangsa tidak secara langsung, sehingga akan 
dimasukkan suatu jeda waktu (time lag) yang 
diperlukan untuk proses reproduksi pemangsa. Jika 
interval waktu antara individu mangsa mati dan 
individu yang ditambahkan pada populasi 
pemangsa dianggap sebagai waktu tunda ߬ dan 
menggabungkan kendala ekonomi yaitu persamaan 
(4) dan (5) maka model bioekonomi mangsa-
pemangsa pada perikanan menjadi [2]: 
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ݔ݀
ݐ݀

= ݔݎ ቀ1 −
ݔ
ܭ
ቁ− ݔଵߪ + ݕଶߪ −

ݖݔߙ
ܽ + ݔ

−  (6)  ݔܧݍ
ݕ݀
ݐ݀ = ݕݏ ቀ1−

ݕ
ܮ
ቁ + ݔଵߪ −  (7)                                ݕଶߪ

ݖ݀
ݐ݀ =

ݐ)ݔߙߚ − ݐ)ݖ(߬ − ߬)
ܽ + ݐ)ݔ − ߬) − ݖ ݀ −  ଶ                (8)ݖߛ

ݔݍ) − ܧ(ܿ −݉ = 0                                                (9) 
dengan kondisi awal (0)ݔ ≥ (0)ݕ ,0 ≥ 0, dan 
(0)ݖ ≥ 0. 
 
II.2. Formulasi Masalah Optimal Kontrol 

Pada eksploitasi komersial dari sumber daya 
perikanan, masalah utama dari sisi ekonomi adalah 
menentukan panen yang optimal antara saat ini dan 
masa mendatang sekaligus memperoleh keuntungan 
(profit-making). Untuk memaksimalkan total laba 
bersih discounted (total discounted net revenues) 
dari sumber daya perikanan, maka masalah kontrol 
optimal dapat diformulasikan sebagai berikut [3]. 

(ℎ)ܬ = න ݁ିఋ௧ ( − ଵℎ)ℎݒ −
ܿଵℎ
ݔݍ

൨ (10)       ݐ݀

௧

௧బ

 

dengan : 
 ଵ : konstanta ekonomiݒ
ܿଵ : biaya konstanta per unit usaha 
 .tingkat diskonto tahunan :  ߜ

Indeks performansi (10) akan dimaksimalkan 
dengan kendala state (6)-(8), kendala aljabar (9) 
dan kendala pada kontrol 0 ≤ ℎ ≤ ℎ௫ . Masalah 
control optimal dengan waktu tunda akan 
diselesaikan Pontryagin’s maximum principle.  

 
II.3. Prinsip Maksimum Pontryagin 

Misalkan variabel state memiliki waktu tunda 
ݎ ≥ 0 dan variabel kontrol memiliki waktu tunda 
ݏ ≥ 0 sehingga masalah kontrol optimal dinyatakan  
Maksimumkan : 

,ݑ)ܬ (ݔ = ݃൫ݔ(ܾ)൯+ නܮ൫ݐ, ݐ)ݔ,(ݐ)ݔ − ,(ݎ ݐ)ݑ,(ݐ)ݑ −    ݐ൯݀(ݏ




 

(11) 
dengan persamaan state, kondisi batas, dan kendala 
campuran : 
(ݐ)ݔ̇ = ݂൫ݐ)ݔ,(ݐ)ݔ,ݐ − ,(ݎ ,(ݐ)ݑ ݐ)ݑ −  ൯       (12)(ݏ
dengan ݐ ∈ [ܽ, ܾ] 
(ݐ)ݔ = ,(ݐ)߮ ݐ ∈ [ܽ − ,ݎ ܽ]                                    (13) 
(ݐ)ݑ = ,(ݐ)߰ ݐ ∈ [ܽ −  (14)                                   (ܽ,ݏ
൯(ܾ)ݔ൫ݓ = 0                                                            (15) 
൯(ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ,ݐ൫ܥ ≤ 0, ݐ ∈ [ܽ, ܾ]                             (16) 

Didefinisikan Hamiltonian sebagai  
,ݐ)ܪ ,ݔ (ߣ,ݑ = (ݑ,ݔ,ݐ)ܮ + ,ݐ)்݂ߣ ,ݔ  (ݑ

sedangkan  Augmented Hamiltonian didefinisikan 
dengan menambah kendala campuran (16) dengan 
pengali ߤ ∈ ℝ yaitu ℋ(ݑ,ݔ,ݐ, ,ߣ (ߤ = (ݑ,ݔ,ݐ)ܮ +
,ݐ)்݂ߣ ,ݔ (ݑ +  Untuk masalah kontrol .(ݑ,ݔ,ݐ)ܥ்ߤ
optimal dengan waktu tunda, ditambahkan 2 
argumen ݕ ∈ ℝ dan ݒ ∈ ℝ sehingga 
Hamiltonian dan augmented Hamiltonian 
didefinisikan sebagai berikut. 

,ݐ)ܪ ,ݒ,ݑ,ݕ,ݔ (ߣ ≔ ,ݐ)ܮ (ݒ,ݑ,ݕ,ݔ + ,ݐ)்݂ߣ ,ݑ,ݕ,ݔ  (ݒ
ℋ(ݐ, ,ݔ ,ݑ,ݕ ,ߣ,ݒ  (ߤ
≔ ,ݐ)ܮ ,ݔ ,ݑ,ݕ (ݒ + ,ݐ)݂∗ߣ ,ݔ (ݒ,ݑ,ݕ + ,ݔ,ݐ)ܥ∗ߤ  (ݑ
 
Teorema 2.3 (Minimum Principle untuk masalah 
kontrol optimal dengan waktu tunda)[4] 
Misal (ݑො  ො) merupakan lokal optimal untukݔ,
masalah kontrol optimal dengan waktu tunda yang 
memenuhi asumsi ݎ, ݏ ≥ 0 dan (ݎ, (ݏ ≠ (0,0) dan  

௦
∈ ℚ untuk ݏ > 0 atau ௦


∈ ℚ untuk ݎ > 0. maka 

terdapat fungsi costate (adjoint) ߣመ fungsi pengali ̂ߤ 
dan pengali ݒො ∈ ℝ, sedemikian sehingga  
(i) Persamaan adjoin 

்(ݐ)መ̇ߣ = −ℋ௫(ݐ) −߯[,ି](ݐ)ℋ௬(ݐ +           (ݎ
(ii) Kondisi transversal 

்(ܾ)መߣ = ݃௫൫ݔො(ܾ)൯ +   ො(ܾ)൯ݔ௫൫ݓො்ݒ
(iii)  Kondisi minimum untuk Hamiltonian 

(ݐ)ܪ + ߯[,ି௦](ݐ)ܪ(ݐ +  (ݏ
= ܪ ቀݔ,ݐො(ݐ),ݔො(ݐ − ,(ݎ ݐ)ොݑ,(ݐ)ොݑ −  ቁ(ݐ)መߣ,(ݏ

   +߯[,ି௦](ݐ)ܪ ቀݐ
+ ,ݏ ݐ)ොݔ + ,(ݏ ݐ)ොݔ + ݏ
− ,(ݎ ݐ)ොݑ + ,(ݏ ݐ)መߣ,(ݐ)ොݑ
+  ൯(ݏ

≤ ܪ ቀݔ,ݐො(ݐ),ݔො(ݐ − ,(ݎ ݐ)ොݑ,ݑ −  ቁ(ݐ)መߣ,(ݏ

+߯[,ି௦](ݐ)ܪ ቀݐ
+ ,ݏ ݐ)ොݔ + ,(ݏ ݐ)ොݔ + ݏ
− ,(ݎ ݐ)ොݑ + ,(ݏ ݐ)መߣ,ݑ +  ൯(ݏ

(iv) Kondisi minimum lokal untuk augmented 
Hamiltonian 
ℋ௨(ݐ) + ߯[ ,ି௦](ݐ)ℋ௩(ݐ + (ݏ = 0                    

(v) Pengali non negatif dan kondisi komplementer 
(ݐ)ߤ̂ ≥ 0 dan ̂ߤ(ݐ)ܥ൫ݔ,ݐො(ݐ),ݑො(ݐ)൯ = 0 ; 
݅ = 1, … ,  
 

Dalam sebagian besar permasalahan manajemen 
sains dan ekonomi, fungsi objektif biasanya 
diformulasikan berkaitan dengan uang atau utilitas. 
Aliran uang atau utilitas tersebut biasanya berupa 
diskonto sehingga Pontryagin’s maximum principle 
diformulasikan dalam bentuk current value. 

III.  Solusi Analitik Masalah Kontrol Optimal 
Langkah penyelesaian masalah kontrol optimal 
dengan Pontryagin maximum principle sebagai 
berikut.  

 
Step 1 : Membentuk current value augmented 

Hamiltonian 
Misal ݔଵ = ݐ)ݔ − ߬) dan ݖଵ = ݐ)ݖ − ߬) sehingga 
diperoleh : 
 

ℋ = ( − ଵℎ)ℎݒ −
ܿଵℎ
ݔݍ

൨ 

ଵߣ+ ቀݔݎ ቀ1 −
ݔ
ܭ
ቁ − ݔଵߪ + ݕଶߪ −

ݖݔߙ
ܽ + ݔ

− ℎቁ 
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ଶߣ+ ቀݕݏ ቀ1 −
ݕ
ܮ
ቁ + ݔଵߪ −  ቁݕଶߪ

ଷߣ+ ൬
ଵݖଵݔߙߚ
ܽ + ଵݔ

ݖ ݀− − ଶ൰ݖߛ + ℎ)ߤ − cܧ −݉) 

 
Step 2: Memaksimumkan ℋ terhadap vektor 

kontrol ℎ 
ℋ୳(ݐ) + ߯[ ,ି௦]ℋ௩(ݐ + (ݏ = 0 
Karena tidak ada waktu tunda pada variabel 
kontrol, ݏ = 0 maka ℋ௩(ݐ + (ݏ = 0 sehingga : 

ℋ௨(ݐ) =
߲ℋ
߲ℎ

= 0 

 − ଵℎݒ2 −
ܿଵ
ݔݍ − ଵߣ + ߤ = 0 

ଵℎݒ2 =  −
ܿଵ
ݔݍ

− ଵߣ +  ߤ

maka diperoleh ℎ yang optimal yaitu ℎ dengan : 

ℎ =
1

ଵݒ2
൬ −

ܿଵ
ݔݍ

− ଵߣ +  ൰ߤ

 
Step 3 : Mendapatkan persamaan state dan costate 
Persamaan state : 

ݔ̇ = ݔݎ ቀ1 −
ݔ
ܭ
ቁ − ݔଵߪ + ݕଶߪ −

ݖݔߙ
ܽ + ݔ − ℎ 

ݕ̇ = ݕݏ ቀ1 −
ݕ
ܮ
ቁ+ ݔଵߪ −  ݕଶߪ

ݖ̇ =
ݐ)ݔߙߚ − ݐ)ݖ(߬ − ߬)

ܽ + ݐ)ݔ − ߬) − ݖ ݀ −  ଶݖߛ

Persamaan costate dalam current value : 
untuk ݐ ∈ ,ݐൣ ݐ − ߬൧ : 

ଵߣ̇ = ଵߣߜ +
ܿଵℎ
 ଶݔݍ

ଵߣ− ൬ݎ ൬1 −
2
ܭ
൰ − ଵߪ −

ݖߙܽ
(ܽ +  ଶ൰(ݔ

ଵߪଶߣ+ + ݐ)ଷߣ + ߬)
ݖߚߙܽ

(ܽ +  ଶ(ݔ

ଶߣ̇ = ଶߣߜ + ଶߪଵߣ + ଶߣ ൬ݏ ൬1 −
2
ܮ
൰ −  ଶ൰ߪ

ଷߣ̇ = ଷߣߜ − ݀)ଷߣ + (ݖߛ2 + ݐ)ଷߣ + ߬)
ݔߚߙ
ܽ +  ݔ

untuk ݐ ∈ ݐൣ − ߬,  : ൧ݐ

ଵߣ̇ = ଵߣߜ +
ܿଵℎ
 ଶݔݍ

ଵߣ− ൬ݎ ൬1 −
2
ܭ
൰ − ଵߪ −

ݖߙܽ
(ܽ +  ଶ൰(ݔ

ଵߪଶߣ+  

ଶߣ̇ = ଶߣߜ + ଶߪଵߣ + ଶߣ ൬ݏ ൬1 −
2
ܮ
൰ −  ଶ൰ߪ

ଷߣ̇ = ଷߣߜ − ݀)ଷߣ +  (ݖߛ2
Dengan kondisi batas yang diturunkan dari kondisi 
transversality (2.35) diperoleh ߣଵ൫ݐ൯ = ൯ݐଶ൫ߣ =
൯ݐଷ൫ߣ = 0 dan kondisi komplementer yang harus 
dipenuhi ߤ ≥ 0; ℎ)ߤ  − cܧ −݉) = 0 . 

IV.  Kesimpulan 
Pada penelitian ini, masalah kontrol optimal 

panen pada model bioekonomi perikanan dengan 

waktu tunda yang diselesaikan dengan prinsip 
maksimum Pontryagin diperoleh diperoleh hasil 
sebagai berikut. Panen optimal diperoleh  

ℎ =
1

ଵݒ2
൬ −

ܿଵ
ݔݍ − ଵߣ +  ൰ߤ

untuk ݐ ∈ ,ݐൣ ݐ − ߬൧ : 

ଵߣ̇ = ଵߣߜ +
ܿଵℎ
 ଶݔݍ

ଵߣ− ൬ݎ ൬1 −
2
ܭ
൰ − ଵߪ −

ݖߙܽ
(ܽ +  ଶ൰(ݔ

ଵߪଶߣ+ + ݐ)ଷߣ + ߬)
ݖߚߙܽ

(ܽ +  ଶ(ݔ

ଶߣ̇ = ଶߣߜ + ଶߪଵߣ + ଶߣ ൬ݏ ൬1 −
2
ܮ
൰ −  ଶ൰ߪ

ଷߣ̇ = ଷߣߜ − ݀)ଷߣ + (ݖߛ2 + ݐ)ଷߣ + ߬)
ݔߚߙ
ܽ +  ݔ

untuk ݐ ∈ ݐൣ − ߬,  : ൧ݐ

ଵߣ̇ = ଵߣߜ +
ܿଵℎ
 ଶݔݍ

ଵߣ− ൬ݎ ൬1 −
2
ܭ
൰ − ଵߪ −

ݖߙܽ
(ܽ +  ଶ൰(ݔ

ଵߪଶߣ+  

ଶߣ̇ = ଶߣߜ + ଶߪଵߣ + ଶߣ ൬ݏ ൬1 −
2
ܮ
൰ −  ଶ൰ߪ

ଷߣ̇ = ଷߣߜ − ݀)ଷߣ +  (ݖߛ2
Untuk penelitian selanjutnya, penyelesaian analitis 
diatas dapat dilakukan dengan mentransformasikan 
sistem differensial diatas menjadi permasalahan 
nonlinear programming (NLP)  
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